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Ââåäåíèå
Äàííàÿ ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê òàêîìó ðàçäåëó ìàòåìàòèêè êàê êîìáèíàòîðèêà
ñëîâ. Îñíîâíûìè îáúåêòàìè ðàáîòû áóäóò ñëîâà (êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå)
íàä êîíå÷íûì (â îñíîâíîì  áèíàðíûì) àëôàâèòîì, è ìîðôèçìû (îòîá-
ðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå îïåðàöèþ êîíêàòåíàöèè) íà ìíîæåñòâàõ ýòèõ ñëîâ.
Íåêîòîðûå ìîðôèçìû åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîðîæäàþò ñâîþ íåïîäâèæ-
íóþ òî÷êó (òî åñòü ñëîâî, êîòîðîå äàííûé ìîðôèçì ïåðåâîäèò â ñåáÿ), à
èìåííî, êàê ïðåäåë èòåðàöèé f n (0), ãäå f  íàø ìîðôèçì (îò íåãî òðåáó-
åòñÿ âûïîëíåíèå íåêòîðîãî óñëîâèÿ), à 0  ïîäõîäÿùàÿ áóêâà. Èìåííî î
ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì ñëîâàõ  èõ ìû áóäåì íàçâàòü ìîðôè÷íûìè 
ìû áóäåì ãîâîðèòü. Ñâîéñòâî òàêèõ ñëîâ, êîòîðîå ìû áóäåì èçó÷àòü, íà-
çûâàòåñÿ ñàìîøàôôëóåìîñòü (îò àíãëèéñêîãî self-shuing ). Áåñêîíå÷íîå












ãäå äëÿ âñåõi ñëîâà Ui ; Vi  êîíå÷íûå è íåïóñòûå. Òî åñòü, íåôîðìàëüíî
ãîâîðÿ, v ìîæíî ïîëó÷èòü, ñìåøàâ äâå êîïèè v ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà áóêâ.
Íåêîòîðûå èçâåñòíûå áåñêîíå÷íûå ñëîâà ÿâëÿþòñÿ ñàìîøàôôëÿùèìè-
ñÿ, ê ïðèìåðó, â [1] ïðåäñòàâëåííî êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî,
÷òî ñëîâî Òóý-Ìîðñà, çàäàþùååñÿ, íàïðèìåð, êàê íåïîäâèæíàÿ òî÷êà s =
lim
n !1




 ñàìîøàôôëÿùååñÿ; è â [3] ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäñòàâëåííûé øàôôë ÿâëÿåòñÿ
â íåêòîðîì ñìûñëå îïòèìàëüíûì. Äîêàçàòü, ÷òî ñëîâî Òóý-Ìîðñà ÿâëÿåò-
ñÿ ñàìîøàôôëÿùèìñÿ îêàçàëîñü áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé, ÷åì ìîæíî áûëî
îæèäàòü, ÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ìîðôè÷íûõ ñëîâ ïðîâåðèòü,
ÿâëÿþòñÿ ëè îíè ñàìîøàôôëÿùèìèñÿ  ïîòåíöèàëüíî íåïðîñòàÿ çàäà÷à.
Ñâîéñòâî ñàìîøàôôëóåìîñòè èçó÷àëîñü äëÿ ìíîãèõ âàæíûõ êëàññîâ
áåñêîíå÷íûõ ñëîâ. Òàê, â [1] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íèêàêîå áåñêîíå÷íîå ñëîâî
Ëèíäîíà (ñëîâî, ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìåíüøåå ëþáîãî ñâîåãî ñîáñòâåííîãî
ñóôôèêñà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ïîðÿäêà íà åãî àëôàâèòå) íå ÿâëÿåòñÿ
ñàìîøàôôëÿùèìñÿ. Òàì æå äàíà õàðàêòåðèçàöèÿ ñàìîøàôôëÿùèõñÿ ñëîâ
Øòóðìà.
Î øàôôëàõ áåñêîíå÷íûõ ñëîâ ñòàâèëèñü ñàìûå ðàçíûå çàäà÷è. Â [4] íàé-
äåíî áåñêâàäðàòíîå áåñêîíå÷íîå ñëîâî íàä àëôàâèòîì ðàçìåðà 3, øàôôëÿ
êîòîðîå ñ ñàìèì ñîáîé, ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå áåñêâàäðàòíîå (íî äðóãîå)
ñëîâî. Óæå ïîçæå â [6] ïîëó÷åíû ïðèìåðû áåñêâàäðàòíûõ ñàìîøàôôëÿ-
ùèõñÿ ñëîâ íàä àëôàâèòàìè ðàçìåðà 3 è 4. Â òîé æå ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî
òàêîå áåñêîíå÷íîå ñëîâî, ÷òî íè îäíî ñëîâî èç çàìûêàíèÿ åãî îðáèòû íå
ÿâëÿåòñÿ ñàìîøàôôëÿùèìñÿ.
Ñâîéñòâî ñàìîøàôôëóåìîñòè ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü íåêîòîðûå íà ïåð-
âûé âçãëÿä íàïðÿìóþ íå ñâÿçàííûå ñ íèì âåùè. Íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ
ýòîãî ïîíÿòèÿ áûëî íàéäåíî êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ßñóòîìè, à
èìåííî, îõàðàêòåðèçîâàíû ìîðôè÷íûå ñëîâà â îðáèòå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ñëîâà Øòóðìà [1].
Äàííàÿ äèïëîìíàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñàìîøàôôëóåìîñòè ìîð-






ãäå u; v  íåêîòîðûå íåïóñòûå ñëîâà èç f 0; 1g . Â ýòîì ñëó÷àå â ïðåäåëå
s = lim
n !1
f n (0) ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íîå ñëîâî, ÿâëÿþùååñÿ íåïîäâèæíîé
òî÷êîé ìîðôèçìà f . Èìåííî òàêèå íåïîäâèæíûå òî÷êè ìû è áóäåì ïû-
òàòüñÿ øàôôëèòü.
Â ïàðàãðàôå 2 äàííîé ðàáîòû (ðàçäåë 2.4) ïðåäñòàâëåí íîâûé ìåòîä äî-
êàçàòåëüñòâà ñàìîøàôôëóåìîñòè äëÿ ìîðôè÷åñêèõ ñëîâ è íåêîòîðûõ ñõîä-
íûõ ñ íèìè êëàññîâ ñëîâ. Ìíîãèå ìîðôè÷åñêèå ñëîâà ìîæíî ïðåäñòàâèòü
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рекурсивным образом, а для ряда рекурсий удается доказать, что любое
слово, задающееся такими рекурсиями, является самошаффлящимся, неза-
висимо от начальных данных. Для удобства такие рекурсии тоже будем
называть самошаффлящимися; и они, очевидно, порождают бесконечное
число самошаффлящихся слов.
В последующих параграфах представлена характеризация (при помощи
старых и новых методов) по свойству самошаффлуемости неподвижных
точек морфизмов длины не превосходящей 5 (длиной морфизма f мы на-
зываем сумму длин образов под действием f всех букв рассматриваемого
алфавита).
Так, в параграфе 3 разобраны морфизмы длины 3, в параграфе 4 –
морфизмы длины 4, в параграфе 5 – длины 5.
Многие результаты дипломной работы, касающиеся достаточных или
необходимых условий самошафлуемости неподвижных точек морфизмов,
носят довольно общий характер, и их применимость не ограничевается мор-
физмами с маленькими длиными. В частности, это относится к результатам
о самошафлумости, полученным с помощью рекурсий: зачастую они позво-
ляют установить самошаффлуемость и для ряда морфизмов больших длин.
1 Определения и обозначения
Дадим несколько основных определений комбинаторики слов.
Пусть A – конечное непустое множество (алфавит). Отображение f :
A∗ → A∗ назвается морфизмом, если для любых слов u, v ∈ A∗ выполне-
но: f(uv) = f(u)f(v). Видно, что морфизм полностью определяется своими
значениями на буквах алфавита A. Поэтому любой морфизм естественно
продолжается на AN (множество бесконечных слов над алфавитом A). Мор-
физм f : A∗ → A∗ называется нестирающим, если f(a) 6= ε (пустое слово)
для всех букв a ∈ A. Длиной морфизма f : A∗ → A∗ будем называть сумму
длин образов всех букв алфавита A под действием f . Слово v ∈ A∗ (или
AN) назвается неподвижной точкой морфизма f , если f(v) = v.
Далее мы будем рассматривать бинарный алфавит A = {0, 1}, хотя часть
результатов легко обобщается на произвольный конечный алфавит.





u, v ∈ {0, 1}+. порождают в пределе s = lim
n→∞
fn(0) свою неподвижную
точку. Такие слова s будем назвать морфичными. Кроме того, говоря о






u; v 2 f 0; 1g+ , áóäåì èìåòü â âèäó èìåííî s = lim
n !1
f n (0).












ãäåUi ; Vi 2 A+ .
Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå ïåðèîäè÷åñêîå ñëîâî ÿâëÿåòñÿ ñàìîøàô-
ôëÿùèìñÿ.
2 Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû
2.1 Î ñëîâàõ Ëèíäîíà
Áåñêîíå÷íîå (êîíå÷íîå) ñëîâî íàçâàåòñÿ ñëîâîì Ëèíäîíà , åñëè îíî ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêè ìåíüøå ëþáîãî ñâîåãî ñîáñòâåííîãî ñóôôèêñà.
Òåîðåìà 1 ([1]). Áåñêîíå÷íîå ñëîâî Ëèíäîíà íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîøàôôëÿ-
ùèìñÿ.
Ãîâîðÿò, ÷òî ìîðôèçì ñîõðàíÿåò áåñêîíå÷íûå ñëîâà Ëèíäîíà , åñëè äëÿ
ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ñëîâà Ëèíäîíà u ñëîâî f (u)  òîæå áåñêîíå÷íîå ñëîâî
Ëèíäîíà.
Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ìîðôèçì ñîõðàíÿåò áåñêîíå÷íûå ñëîâà Ëèíäîíà,
òî åãî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà s = lim
n !1
f n (0) ÿâëÿåòñÿ ëèáî áåñêîíå÷íûì
ñëîâîì Ëèíäîíà, ëèáî ïåðèîäè÷åñêèì ñëîâîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íîå ñëîâî Ëèíäîíà t = 0111::: Çà-
ìåòèì, ÷òî s = lim
n !1
f n (t). Òàê êàê f ñîõðàíÿåò áåñêîíå÷íûå ñëîâà Ëèíäî-
íà, äëÿ ëþáîãî n âåðíî, ÷òî f n (t) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ñëîâîì Ëèíäîíà.
Ïóñòü s íå ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì Ëèíäîíà. Òîãäà ó íåãî åñòü ñîáñòâåííûé ñóô-
ôèêñ x, ò.÷. x 6 s. Åñëè x = s, òî s  ïåðèîäè÷åñêîå. Èíà÷å s =  1 , a
x =  0 , ãäå  2 A  ; ;  2 AN. Íî òîãäà ðàññìîòðèì ïðåôèêñ u ñëîâà s,
òàêîé, ÷òî s = ux. Â òàêîì ñëó÷àå, ïðåôèêñ ñëîâà s äëèíû | u| + |  | + 1 íå
ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì áåñêîíå÷íîãî ñëîâà Ëèíäîíà. Íî ëþáîé êîíå÷íûé ïðå-
ôèêñ ñëîâà s ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì ñëîâà f n (t) äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî n. Ïðîòèâîðå÷èå.
Â ðàáîòå [7] ïîëó÷åí ñëåäóþøèé ðåçóëüòàò (õàðàêòåðèçàöèÿ ìîðôèçìîâ,
ñîõðàíÿþùèõ áåñêîíå÷íûå ñëîâà Ëèíäîíà).
Òåîðåìà 2. Ïóñòü f  íåñòèðàþùèé ìîðôèçì íà A = f 0; 1g. Ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1. f ñîõðàíÿåò áåñêîíå÷íûå ñëîâà Ëèíäîíà;
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2. f òàêîâ, ÷òî f (01k ) < f (1), ãäå k  íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, ò. ÷.
jf (01k )j > jf (1)j è âûïîëíåíî:
 f(0)  ñòåïåíü (öåëàÿ) ñëîâà Ëèíäîíà,
 f(01)  ñëîâî Ëèíäîíà;
Íà ñàìîì äåëå, â [7] ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷-
íîãî àëôàâèòà, íî ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî åãî îãðàíè÷åíèåì äëÿ
áèíàðíîãî àëôàâèòà.
Óòâåðæäåíèå 2. Áåñêîíå÷íîå ñëîâî ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì Ëèíäîíà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî åãî ïðåôèêñîâ ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè
ñëîâàìè Ëèíäîíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áåñêîíå÷íîå ñëîâî u íå ÿâëÿåòñÿ ñëî-
âîì Ëèíäîíà, òî ó íåãî åñòü ñîáñòâåííûé ñóôôèêñ v, ò.÷. v 6 u. Åñëè v = u,
òî u ïåðèîäè÷åñêîå, à çíà÷èò âñå åãî ïðåôèêñû, ÿâëÿþùèåñÿ ñëîâàìè Ëèí-
äîíà, èìåþò äëèíó íå áîëüøå åãî ïåðèîäà. Åñëè v < u , òî u = b , a
v = a , ãäå a, b 2 A, a < b;  2 A  ; ;  2 AN. Ïóñòü w : u = wv. Òîãäà
ïðåôèêñû u äëèíû õîòÿ áû jwa j íå ÿâëÿþòñÿ ñëîâàìè Ëèíäîíà. Îáðàòíî:
ïóñòü u  áåñêîíå÷íîå ñëîâî Ëèíäîíà. Ïóñòü v  ïðåôèêñ u, ÿâëÿþùèéñÿ
êîíå÷íûì ñëîâîì Ëèíäîíà. Õîòÿ áû îäèí òàêîé åñòü, íàïðèìåð, îäíà áóêâà.
Òîãäà, òàê êàêu  ñëîâî Ëèíäîíà, u = vk wx, k > 1, ãäåjwj = jvj, w > v . Ò.å.
w = b , a v = a . Íî òîãäà ñëîâî vk b  òîæå ñëîâî Ëèíäîíà. Çíà÷èò,
ó u áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ïðåôèêñîâ, ÿâëÿþùèõñÿ êîíå÷íûìè ñëîâàìè
Ëèíäîíà.
2.2 Î ñëîâàõ Øòóðìà
Îïðåäåëåíèå 1. Áåñêîíå÷íîå áèíàðíîå ñëîâî s; íàçûâàåòñÿ âåðõíèì ìå-
õàíè÷åñêèì , åñëè íà n-îì ìåñòå â íåì ñòîèò áóêâà
s; (n) = b (n + 1) +  c   b n +  c;
íèæíèì ìåõàíè÷åñêèì :
s0; (n) = d (n + 1) +  e   d n +  e:
Îïðåäåëåíèå 2. Áåñêîíå÷íîå áèíàðíîå ñëîâî íàçûâàåòñÿ ñëîâîì Øòóðìà ,
åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêèì ñëîâîì s; èëè s0; äëÿ èððàöèîíàëüíîãî
 .
Íà ñàìîì äåëå, ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàâíîñèëüíûõ îïðåäåëåíèé ñëîâ Øòóð-
ìà (íàïðèìåð, ÷åðåç ñëîæíîñòü, ñáàëàíñèðîâàííîñòü) [5].
Äàäèì ðàâíîñèëüíîå îïðåäåëåíèå (ðàâíîñèëüíîñòü äîêàçûâàåòñÿ â [2]):
Îïðåäåëåíèå 3. Áåñêîíå÷íîå áèíàðíîå ñëîâî s íàçûâàåòñÿ ñëîâîì Øòóð-
ìà , åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ àïåðèîäè÷åñêèì è ñáàëàíñèðîâàííûì (ò. å. äëÿ âñåõ
íàòóðàëüíûõ n, äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîäñòðîê s äëèíû n êîëè÷åñòâà âõîæäåíèé
åäèíèö (è, êàê ñëåäñòâèå, íóëåé) â íèõ ðàçëè÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 1).
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò õàðàêòåðèçàöèþ ìîðôèçìîâ, çàäàþùèõ ñëîâà
Øòóðìà [5].
Òåîðåìà 3. Ìîðôè÷íîå ñëîâî ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì Øòóðìà òîãäà è òîëü-














Äëÿ ôîðìóëèðîâêè èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà, êîòîðûé íàì ïîíàäîáèòñÿ,
äàäèì åù¼ îäíî îïðåäåëåíèå:
Îïðåäåëåíèå 4. Ñëîâî Øòóðìà ( s; èëè s0; ) íàçâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèì , åñëè =  .
Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè C  õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñëîâî Øòóðìà, òî 0C è
1C  òîæå ÿâëÿþòñÿ ñëîâàìè Øòóðìà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî åñëè C èìåëî âèä s; èëè s0; , òî
ïîëó÷èòñÿ îäíî èç ñëîâ s; 0 èëè s0; 0.
Î ñàìîøàôôëàõ ñëîâ Øòóðìà èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñì. ðàç-
äåë 5 â [1]):
Òåîðåìà 4. Ñëîâî Øòóðìà v ÿâëÿåòñÿ ñàìîøàôôëÿùèìñÿ òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà v íå èìååò âèä 0C èëè 1C, ãäå C  õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
ñëîâî Øòóðìà.
2.3 Îá àáåëåâûõ áîðäþðàõ
Îïðåäåëåíèå 5. Äâà ñëîâà u; v íàä àëôàâèòîì A íàçûâàþòñÿ àáåëåâî ýê-
âèâàëåíòíûìè , åñëè äëÿ ëþáîé áóêâû a 2 A êîëè÷åñòâà âõîæäåíèé a â
ñëîâà u è v ñîâïàäàþò.
Îïðåäåëåíèå 6. Ãîâîðÿò, ÷òî êîíå÷íîå ñëîâî èìååò àáåëåâ áîðäþðäëèíû
k, åñëè åãî ïðåôèêñ è ñóôôèêñ ðàçìåðà k ÿâëÿþòñÿ àáåëåâî ýêâèâàëåíòíû-
ìè.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [1] äàåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû ñëîâî
ÿâëÿëîñü ñàìîøàôôëÿùèìñÿ.
Òåîðåìà 5. Åñëè ñëîâî v 2 AN ÿâëÿåòñÿ ñàìîøàôôëÿùèìñÿ, òî äëÿ ëþ-
áîãî N 2 N ñóùåñòâóåò M 2 N, òàêîå ÷òî ëþáîé ïðåôèêñ u ñëîâà v äëèíû
õîòÿ áû M èìååò àáåëåâ áîðäþð x, òàêîé ÷òî juj=2 > jxj > N . Â ÷àñòíî-
ñòè, òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ïðåôèêñîâ v ìîæåò íå èìåòü àáåëåâûõ áîð-
äþðîâ.
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2.4 Î ðåêóðñèâíîì çàäàíèè ñëîâ
Îïðåäåëåíèå 7. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áåñêîíå÷íîå ñëîâî s çàäàíî ðåêóð-
ñèâíî , åñëè s = lim
n !1
sn , ãäå ïåðâûå íåñêîëüêî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
s0; s1; :::; si  ýòî ñëîâà èç A+ , è äëÿ ëþáîãî n 2 N, n > i , ÷ëåí ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ñ íîìåðîì n èìååò âèä: sn = a0sn 1 a1sn 2 a2:::ak   1sn k ak , ãäå
nj 2 f n   (i +1) ; n   i; : : : ; n   1g, äëÿ j 2 f 1; : : : ; kg, à a0; : : : ; ak  íåêòîðûå
ôèêñèðîâàííûå ñëîâà èç A 
Èíîãäà óäàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî äëÿ íåêòîðîé ðåêóðñèè ëþáîå ñëîâî, çà-
äàþùååñÿ ýòîé ðåêóðñèåé ÿâëÿåòñÿ ñàìîøàôôëÿùèìñÿ, íåçàâèñèìî îò íà-
÷àëüíûõ äàííûõ. Òàêèå ðåêóðñèè òîæå áóäåì íàçûâàòü ñàìîøàôôëÿùèìè-
ñÿ.
Ïðèâåäåì ïðèìåð ñàìîøàôôëÿùåéñÿ ðåêóðñèè.
Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü ñëîâî s çàäàåòñÿ ðåêóðñèåésn = sn   1sn   2sn   2,
n > 2. Òîãäà s ÿâëÿåòñÿ ñàìîøàôôëÿùèìñÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñëîâî s = lim
n !1
sn , òîãäà
s = sn sn   1sn   1sn sn sn +1 sn +1 sn +2 sn +2 :::;
(à òàêæås = sn +1 sn sn sn +1 sn +1 sn +2 sn +2 :::). Âîçüì¼ì
H1 = sn +1 ; G1 = sn :
Ïîëó÷èì çàøàôôëåííûé íà÷àëüíûé îòðåçîê sn +1 sn . Äàëåå,
H2 = s2n ; G2 = s
2
n   1:
Ïîëó÷èì çàøàôôëåííûé íà÷àëüíûé îòðåçîê sn +2 sn +1 . Îòñþäà âèäíî, ÷òî
äëÿ i > 3 ïîäîéäóò
H i = s2n + i   2; Gi = s
2












H i ; Gi íåïóñòûå.
Äàëåå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî íåêîòîðûå ñëîâà ñàìîøàôôëÿòñÿ,
ìû ÷àñòî áóäåì îáðàùàòüñÿ ê ðåêóðñèÿì. Íèæå åù¼ äëÿ íåñêîëüêèõ ðå-
êóðñèé áóäåò äîêàçàíî, ÷òî îíè ñàìîøàôôëÿùèåñÿ, íî äëÿ âñåõ ðåêóðñèé
ïðèâîäèòü äîêàçàòåëüñòâà ìû íå áóäåì, òàê êàê îíè òåõíè÷åñêèå è ïðèíöè-
ïèàëüíî íå îòëè÷àþòñÿ îò ïðèâåä¼ííûõ.
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3 Ìîðôèçìû äëèíû 3
Òåïåðü ìû äàäèì õàðàêòåðèçàöèþ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ìîðôèçìîâ äëèíû
íå áîëåå 5.





è èõ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà  ýòî ñëîâî 000..., êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ
ñàìîøàôôëÿùåéñÿ.




íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äàííîãî ìîðôèçìà  ýòî ñëîâî Ôèáîíà÷÷è, èçâåñòíî,
÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñàìîøàôôëÿùèìñÿ. Êðîìå òîãî, îíî çàäàåòñÿ ñàìîøàô-
ôëÿùåéëÿ ðåêóðñèåé: s = lim
n !1
sn , ãäåsn = sn   1sn   2. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî,






â äàííîì ñëó÷àå íåïîäâèæíàÿ òî÷êà  ýòî ñëîâî 0111..., êîòîðîå, î÷åâèäíî,
íå ÿâëñÿåòñÿ ñàìîøàôôëÿùèìñÿ, êàê è ëþáîå äðóãîå áåñêîíå÷íîå ñëîâî, â
êîòîðîå íåêîòîðàÿ áóêâà âõîäèò ïîëîæèòåëüíîå, íî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.
4 Ìîðôèçìû äëèíû 4
Â ýòîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.















u; v 2 f 0; 1g+ , ÿâëÿþòñÿ ñàìîøàôôëÿùèìèñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 1 äàííîé òåîðåìû ïðèâîäèòñÿ â ðàçäåëå 4.1,
ïóíêòà 2  â 4.2.











ñîãëàñíî òåîðåìå 2, ñîõðàíÿþò áåñêîíå÷íûå ñëîâà Ëèíäîíà, ïîýòîìó â ñèëó
óòâåðæäåíèÿ 1, èõ íåïîäâèæíûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ñëîâàìè Ëèíäîíà (ò. ê.
îíè íå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè). Íî èç òåîðåìû 1 ìû çíàåì, ÷òî ñëîâà
Ëèíäîíà íå ÿâëÿþòñÿ ñàìîøàôôëÿùèìèñÿ.
4.2 Ìîðôèçìû äëèíû 4, íåïîäâèæíûå òî÷êè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ ñàìîøàôôëÿùèìèñÿ
Íåïîäâèæíûå òî÷êè îñòàëüíûõ ìîðôèçìîâ äëèíû 4 ÿâëÿþòñÿ ñàìîøàôô-
ëÿùèìèñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì øåñòü ìîðôèçìîâ âèäà
(
0  ! 0k ; k = 2 ; 3
1  ! :::












äëÿ ñëîâà Òóý-Ìîðñà, çàäàâàåìîãî ýòèì ìîðôèçìîì, èçâåñòíî, ÷òî îíî ÿâ-
ëÿåòñÿ ñàìîøàôôëÿùèìñÿ [1].

















sn = sn   1sn   2sn   1, n > 2.
Äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî äâå ïîñëåäíèå ðåêóðñèè ÿâëÿþòñÿ ñàìîøàôô-
ëÿùèìèñÿ ïðèâîäèòü íå áóäåì, òàê êàê îíè òåõíè÷åñêèå è íåñëîæíûå.
5 Ìîðôèçìû äëèíû 5
Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê îñíîâíîé çàäà÷å äàííîé ðàáîòû  õàðàêòåðèçàöèè íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê ìîðôèçìîâ äëèíû 5.



































2. Íåïîäâèæíûå òî÷êè ìîðôèçìîâ
(
0  ! 0 : : :




























































Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî ïóíêòà ïðèâåäåíî â 5.1, âòîðîãî  â 5.2. Çàìå-
òèì, ÷òî â òåîðåìå ðàññìîòðåíû âñå ìîðôèçìû äëèíû 5, êðîìå ÷åòûð¼õ, à













Ýòèì ìîðôèçìàì ïîñâÿù¼í ðàçäåë 5.3.






























ñîõðàíÿþò áåñêîíå÷íûå ñëîâà Ëèíäîíà è èõ íåïîäâèæíûå òî÷êè íå ÿâëÿ-
þòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ñëîâàìè, çíà÷èò ýòî áåñêîíå÷íûå ñëîâà Ëèíäîíà, à




Äîêàæåì, ÷òî åãî íåîïäâèæíàÿ òî÷êà s òîæå ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì Ëèíäîíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n âåðíî, ÷òî sn = sn   1  12
n   1

sn   1. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ sn   1  12
n   1
 êîíå÷íîå ñëîâî Ëèíäîíà, äëÿ âñåõ
n. Áóäåì äåéñòâîâàòü èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 1 èìååì sn   1  12
n   1
=
01  ñëîâî Ëèíäîíà. Ïåðåõîä: sn   1  12
n   1
= sn   2  12
n   2
 sn   2  12
n   1
,
ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, sn   2  12
n   2
 ñëîâî Ëèíäîíà, çàìåòèì, ÷òî
òîãäà è sn   2  12
n   1
 ñëîâî Ëèíäîíà, ïðè÷åì áîëüøåå, ÷åì sn   2  12
n   2
.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êîíêàòåíàöèÿ êîíå÷íîãî ñëîâà Ëèíäîíà ñ áîëüøèì
åãî êîíå÷íûì ñëîâîì Ëèíäîíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ñëîâîì Ëèíäîíà.
Íî òàêèì îáðàçîì ó íåïîäâèæíîé òî÷êè s íàøåãî ìîðôèçìà áåñêîíå÷-
íîå ÷èñëî ïðåôèêñîâ, ÿâëÿþùèõñÿ êîíå÷íûìè ñëîâàìè Ëèíäîíà, ïîýòîìó,
ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2, s  áåñêîíå÷íîå ñëîâî Ëèíäîíà.
Òàêèì îáðàçîì, âèäíî, ÷òî ñîõðàíåíèå áåñêîíå÷íûõ ñëîâ Ëèíäîíà ÿâëÿ-
åòñÿ äîñòàòî÷íûì, íî íå íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ìîðôèçìà, ÷òîáû åãî
íåïîäâèæíîé òî÷êîé îêàçàëîñü ñëîâî Ëèíäîíà. Íà ñàìîì äåëå, Ã. Ðèøîìîì
íåäàâíî ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ áèíàðíûõ ìîðôèçìîâ, íåïîäâèæíàÿ òî÷-





Äîêàæåì, ÷òî åãî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà s íå ñàìîøàôôëèòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
äîêàæåì, ÷òî ó ëþáîãî íà÷àëüíîãî îòðåçêà s, äëèíà êîòîðîãî èìååò âèä 3k ,







sn = f n (0):
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Çàìåòèì, ÷òî sn = sn   1sn   11sn   1. Äîêàæåì, ÷òî | sn   1sn   11| = 3n , äëÿ âñåõ
n 2 N. Áóäåì äåéñòâîâàòü èíäóêöèåé ïî n. ïðè n = 1 |sn   1sn   11| = |001| =
3. Ïåðåõîä: | sn   2sn   21| = 3n   1, çíà÷èò, |sn   1| = | sn   2sn   21sn   2| = 3n   1 +
3n   1   1
2 . Íî òîãäà | sn   1sn   11| = 2( 3
n   1 + 3
n   1   1
2 ) + 1 = 3
n .
Òàêèì îáðàçîì, âîçâðàùàÿñü ê îñíîâíîìó óòâåðæäåíèþ, íàì íóæíî äî-
êàçàòü, ÷òî ó ñëîâ âèäàsk sk 1, k 2 N, íåò àáåëåâûõ áîðäþðîâ. Íî ýòî ëåãêî
ñëóäóåò èç ëåììû 1 (íèæå) è òîãî ôàêòà, ÷òî sk íà÷èíàåòñÿ ñ 0, äëÿ âñåõk.
Ëåììà 1. Äëÿ ëþáûõ n; m 2 N êîëè÷åñòâî åäèíèö â ïðåôèêñå sn äëèíû m
íå ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâà åëèíèö â ñóôôèêåñå sn äëèíû m   1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n è m. Äëÿ n = 1 èìååì s1 = 0010, óòâåð-
æäåíèå âåðíî. Ðàññìîòðèì sn , sn = sn   1sn   11sn   1. Äëÿ m 6 jsn   1j  èí-
äóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå. Ïóñòü m = | sn   1| + 1, òîãäà â èíòåðåñóþùèå
íàñ ñóôôèêñ è ïðåôèêñ äîáàâèëèñü ïî íóëþ, çíà÷èò, óòâåðæäåíèå îñòà-
¼òñÿ âåðíûì. Ïóñòü m = | sn   1| + 2, òîãäà â èíòåðåñóþùèé íàñ ñóôôèêñ
äîáàâèëàñü 1, ïîýòîìó, ÷òî áû íå äîáàâèëîñü â ïðåôèêñ, óòâåðæäåíèå îñòà-
¼òñÿ âåðíûì. Ïóñòü m > | sn   1| + 1, òîãäà ñíîâà ïîëüçóåìñÿ èíäóêöèîííûì
ïðåäïîëîæåíèåì è ïîëó÷àåì æåëàåìîå.













Åãî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà s = lim
n !1
sn ìîæåò áûòü çàäàíà ðåêóðñèâíî: sn =
sn   1sn   1sn   1sn   2, n > 2. Ýòî ñàìîøàôôëÿùàÿñÿ ðåêóðñèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñëîâî s = lim
n !1
sn , òîãäà
s = sn sn sn sn   1sn +1 sn +1 sn sn +2 sn +2 sn +1 :::
Ðàññìîòðèì
H1 = sn ; G1 = sn :
Èìååì çàøàôôëåííûé íà÷àëüíûé îòðåçîê
H1G1 = s2n :
È îò îáåèõ êîïèé s îñòàëèñü ñóôôèêñû
sn sn sn   1sn +1 sn +1 sn sn +2 sn +2 sn +1 :::
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Âîçüì¼ì
H2 = sn sn   1
(sn   1 â äàííîì ñëó÷àå  ýòî ïðåôèêñ sn = s3n   1sn   2),
G2 = s2n sn   1; H3 = s
2
n   1sn   2sn   1:
Òåïåðü èìååì çàøàôôëåííûé íà÷àëüíûé îòðåçîê:
H1G1H2G2H3 = sn sn sn sn   1sn sn sn   1sn   1sn   1sn   2sn   1 = sn +1 sn +1 ;
è îò îáåèõ êîïèé s îñòàëèñü ñóôôèêñû
s = sn +1 sn +1 sn sn +2 sn +2 sn +1 :::
Ïðîöåññ èòåðèðóåòñÿ.
Çàìå÷àíèå: â äàííîì ñëó÷àå s òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì Øòóðìà.






sn = sn   1sn   1sn   2sn   1; n > 2:
Äîêàæåì, ÷òî ýòà ðåêóðñèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîøàôôëÿùåéñÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñëîâî s = lim
n !1
sn , òîãäà
s = sn sn sn   1sn sn +1 sn sn +1 sn +2 sn +1 sn +2 sn +3 sn +2 sn +3 :::
Âîçüì¼ì
H1 = sn ; G1 = sn :
Èìååì çàøàôôëåííûé íà÷àëüíûé îòðåçîê
H1G1 = sn sn :
È îò îáåèõ êîïèé s îñòàëèñü ñóôôèêñû
sn sn   1sn sn +1 sn sn +1 sn +2 sn +1 sn +2 sn +3 sn +2 sn +3 :::
Äàëåå, âîçüì¼ì
H2 = sn   1
(ýòî ïðåôèêñ sn = sn   1sn   1sn   2sn   1);
G2 = sn sn   1; H3 = sn   1sn   2sn   1; G3 = sn ; H4 = sn   1sn :
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Òåïåðü èìååì çàøàôôëåííûé íà÷àëüíûé îòðåçîê
H1G1H2G2H3G3H4 = sn sn sn   1sn sn   1sn   1sn   2sn   1sn sn   1sn = sn +1 sn +1 :
È îò îáåèõ êîïèé s îñòàëèñü ñóôôèêñû
sn +1 sn sn +1 sn +2 sn +1 sn +2 sn +3 sn +2 sn +3 :::
Îòêóäà âèäíî, ÷òî ýòîò ïðîöåññ ìîæíî èòåðèðîâàòü.










sn = sn   1sn   1sn   2sn   2; n > 2:
Äîêàæåì, ÷òî ýòà ðåêóðñèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîøàôôëÿùåéñÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñëîâî s = lim
n !1
sn , òîãäà
s = sn sn sn   1sn   1sn +1 sn sn sn +2 sn +1 sn +1 :::
Ðàññìîòðèì
H1 = sn ; G1 = sn
Èìååì çàøàôôëåííûé íà÷àëüíûé îòðåçîê
H1G1 = s2n :
È îò îáåèõ êîïèé s îñòàëèñü ñóôôèêñû
sn sn   1sn   1sn +1 sn sn sn +2 sn +1 sn +1 :::
Âîçüì¼ì
H2 = s2n   1
(ýòî ïðåôèêñ sn = s2n   1s
2
n   2),





Òåïåðü èìååì çàøàôôëåííûé íà÷àëüíûé îòðåçîê:
H1G1H2G2H3 = sn sn sn   1sn   1sn sn   1sn   1sn   2sn   2sn   1sn   1 = sn +1 sn +1 ;
è îò îáåèõ êîïèé s îñòàëèñü ñóôôèêñû








Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ýòîãî ìîðôèçìà çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ðåêóðñèåé:
sn = sn   1sn   2sn   1sn   1; n > 2:
Ýòà ðåêóðñèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîøàôôëÿùåéñÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñëîâî s = lim
n !1
sn , òîãäà
s = sn sn   1sn sn sn sn +1 sn +1 sn +1 sn +2 sn +2 sn +2 :::
Ðàññìîòðèì
H1 = sn sn   1; G1 = sn :
Èìååì çàøàôôëåííûé íà÷àëüíûé îòðåçîê
H1G1 = sn sn   1sn :
Oò êîïèé s îñòàëèñü ñîîòâåòñâåííî ñóôôèêñû
sn sn sn sn +1 sn +1 sn +1 sn +2 sn +2 sn +2 :::
è
sn   1sn sn sn sn +1 sn +1 sn +1 sn +2 sn +2 sn +2 :::
Òåïåðü
H2 = s3n ; G2 = sn   1s
2
n
Ïîëó÷àåì çàøàôôëåííûé íà÷àëüíûé îòðåçîê
H1G1H2G2 = sn sn   1sn sn sn sn sn   1sn sn = sn +1 sn sn +1 ;
è îò êîïèé s îñòàëèñü ñîîòâåòñâåííî ñóôôèêñû
sn +1 sn +1 sn +1 sn +2 sn +2 sn +2 :::
è
sn sn +1 sn +1 sn +1 sn +2 sn +2 sn +2 :::
Ïðîöåññ èòåðèðóåòñÿ.
Íåïîäâèæíûå òî÷êè ñëåäóþùèõ ìîðôèçìîâ òàêæå çàäàþòñÿ ñàìîøàô-



























sn = sn   1  11  sn   1; n > 1:






sn = sn   1sn   2sn   2sn   2sn   2; n > 2:
Íåïîäâèæíûå òî÷êè ñëåäóþùèõ ìîðôèçìîâ ÿâëÿþòñÿ ñëîâàìè Øòóðìà


























Поймём, что неподвижные точки этих морфизмов не имеют вид 0C или
1C, где C – характеристическое слово Штурма (и тогда, согласно теореме
4, сможем заключить, что неподвижные точки этих морфизмов являются
самошаффлящимся, чего мы и хотим). Действительно, из определения че-
рез сбалансированность (определение 3) ясно, что в слове Штурма s одна
из букв 0 или 1 должна быть изолирована, а другая буква должна входить
в s только в степенях m и m   1 для некоторого натурального m (т.е. в
виде составе подслов am или am−1). Также, из утверждения 3 легко сле-
дует, что характеристическое слово обязано начинаться с am−1  b, где b –
изолированная буква, а a входит в s в степенях m и m   1.
Посмотрим на неподвижные точки наших морфизмов. Видно, что у
неподвижных точек морфизмов f1, f3, f4, f5 изолирована буква 1, а 0 вхо-
дит в степенях 1 и 2. Т. е. характеритическое слово должно было бы в
таком случае начинаться с 01, и если бы неподвижная точка какого-то из
этих морфизмов имела вид 0C или 1C для характеристического слова C, то
она должна была бы начинаться либо с 00, либо с 10, однако неподвижные
точки всех четырех морфизмов начинаются и 01.
Теперь рассмотрим морфизмы f2 и f6. В их неподвижных точках изо-
лированы нули, а единицы входят в степенях 1 и 2. Характеристическое
слово C в таком случае должно было бы начинаться с 10, а значит, слова
вида 0C, 1C – начинались бы с 010 или 11, но неподвижные точки наших
морфизмов начинаются с 011.
Т. о., неподвижные точки всех шести морфизмов являются самошафф-
лящимися.
Замечание. Хорошо известно, что для слов Штурма слова вида 0C и 1C –
это в точности слова Линдона. Учитывая этот факт, для проверки того, что
неподвижные точки шести морфизмов выше являются самошаффлящими-
ся, достаточно было бы проверить, что эти неподвижные точки – не слова
Линдона.
5.3 Î ÷åòûð¼õ îñòàâøèõñÿ ìîðôèçìàõ



















Ãèïîòåçà. Íåïîäâèæíûå òî÷êè si = lim
n→∞
fni (0) ýòèõ ÷åòûð¼õ ìîðôèçìîâ
íå ÿâëÿþòñÿ ñàìîøàôôëÿùèìèñÿ.
Иногда, чтобы работать с одним морфизмом, вместо двух, удобнее го-
ворить о неподвижных точках морфизмов f1 и f2, как о двух неподвиж-
ных точках морфизма f1 (с точностью до замены букв 0 на 1 и наоборот):
s1 = lim
n→∞
fn1 (0) и s2 = lim
n→∞
fn1 (1). Аналогично для морфизмов f3 и f4.






неподвижная точка которого является самошаффлящейся. При этом, одна-







неподвижная точка s = lim
n→∞
f ′1
n(1) не является самошаффлящейся.
Äîêàçàòåëüñòâî. Для удобства морфизм f ′1 будем обозначать f . Пусть sn =
fn(1). Заметим, что
sn = sn−1sn−1...sn−1f
n−1(0), n > 1.
При этом для любого n ∈ N слово fn(0) начинается с 0. Поэтому sn−1sn−1...sn−10
– префикс sn, т.е. для любого n ∈ N слово snsn...sn0 – префикс слова s.
Ëåììà 2. Ïðåôèêñû òàêîãî âèäà íå èìåþò àáåëåâûõ áîðäþðîâ.
Эта лемма, в силу теоремы 5, даст нам требуемое. Сама же лемма ока-
жется легким следствием следующего утверждения.
Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N, cóôôèêñ sn äëèíû m−1 ñîäåðæàò íå ìåíüøå
íóëåé, ÷åì ïðåôèêñ sn äëèíû m, m = 1, ..., |sn|.
Äîêàçàòåëüñòâî. для n = 1 имеем s1 = 11...10, и утвержнение выполнено.
Так что рассмотрим наименьшее такое n, что утверждение не выполне-
но (n > 2), и соответсвующее m также выберем минимальным. Получим:
sn = x0y1z, где |x0| = m, |1z| = m − 1, и количество нулей в x0 на один
больше, чем в 1z. Достоим x0 и 1z до образов некоторых (минимальных
возможных) префикса и суффикса sn−1. Получим: sn = x0uy′v1z. Заметим
для начала, что картина именно такая, то есть u и v не наложатся друг на
19
друга: действительно, если есть пересечение, то наши выделенные 0 и 1 вхо-
дят в один блок. Значит, это блок 01, и y пусто. Но в таком случае мы имеем
два блочных слова длины m и m + 1, (у нас морфизм 0 → 01, 1 → 1...1︸︷︷︸
> 3
0,
обозначим |f(1)| = k > 4); итак, имеем слева на один ноль больше, значит,
в прообразе было на одну букву больше. При этом длина левого блочного
слова больше на 1. Пусть в прообразе левого блочного слово было a букв,
a = a0 + a1(число нулей и единиц в прообразе), тогда в пробразе правого
блочного слова a−1 буква, a−1 = b0+b1. Получим: 2a0+ka1 = 2b0+kb1+1⇒
2a+(k−2)a1 = 2(a−1)+(k−2)b1+1⇒ (k−2)a1 = (k−2)b1−1, но k−2 > 2,




причём u может принимать значения ε, 1, a v может принимать значения
ε, 0, 1, 11, ..., 1...1︸︷︷︸
k−2
.
Для начала предположим, что v 6= 0, тогда у блочного суффикса v1z
на один ноль меньше, чем у блочного префикса x0u, посмотрим на их про-
образы – суффикс и префикс sn−1, пусть a – длина этого префикса, тогда
a − 1 – длина суффикса (так как для наших морфизмов длина прообраза
равна количеству нулей в образе). Пусть, как и выше, a = a0 + a1, тогда
a− 1 = b0 + b1. Значит, 2a0 + ka1 = 2b0 + kb1− T , где T = −2,−1, ..., k− 3 (в
левой и правой частях стоят длины наших блочных префикса и суффикса).
Из этого уравнения получаем: 2a + (k − 2)a1 = 2(a − 1) + (k − 2)b1 − T ⇒
(k − 2)a1 = (k − 2)b1 − (T + 2). Так как k > 3, получаем, что T + 2 = 0 или
k−2. А значит, либо b1 = a1, либо b1 = a1+1, но в обоих случаях получаем,
что a0 > b0, то есть число нулей в префиксе sn−1 длины a больше, чем чис-
ло нулей в суффиксе sn−1 длины a − 1, что противоречит минимальности
выбранного n.
Теперь положим v = 0. Теперь нулей в блочных суффиксе и префиксе
одинаковое количество. Снова посмотрим на прообраз, длины прообразов
совпадают (= a). И в этом случае имеем уравнение: 2a0+ka1 = 2b0+kb1+T ,
T = 0 или 1. Получаем: 2a+(k−2)a1 = 2a+(k−2)b1+T ⇒ T = 0 и a1 = b1,
и значит, a0 = b0. Заметим, что раз T = 0, то u = ε, а значит, прообраз
нашего блочного префикса заканчивается на 1, a суффикса – начинается
на 0. При этом длины прообразов совпадают (= a), но тогда у суффикса
слова sn−1 длины a−1 меньше нулей, чем у префикса sn−1 длины a. Снова
противоречие с минимальностью n.
Таким образом, неразобранные морфизмы занимают некоторое проме-
жуточное место между морфизмом Туэ-Морса, неподвижная точка кото-
рого является самошаффлящейся, и морфизмами, про чьи неподвижные
точки легче доказать, что они не являются самошаффлящимися. При этом
вычислительные результаты позволяют предположить, что неподвижные
точки неразобранных морфизмов не являются самошаффлящимися.
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Çàêëþ÷åíèå
Îáùàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ ñêîðåå âñåãî ñëîæíàÿ,  ýòî äàòü õàðàêòåðèçàöèþ
ìîðôèçìîâ, íåïîäâèæíûå òî÷êè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñàìîøàôôëÿùèìèñÿ
ñëîâàìè. Â äàííîé ðàáîòå ðàçîáðàíû êîðîòêèå ìîðôèçìû è ïðåäñòàâëåíû
óäîáíûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà ñàìîøàôôëóåìîñòè è íåñàìîøàôôëóåìî-
ñòè äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ìîðôè÷íûõ (è íå òîëüêî) ñëîâ.
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